








¿Cómo contextualizar y dejar pensar la Matemática?1
Carlos Sánchez FernándezUniversidad de La HabanaCubacsanchez@matcom.uh.cu
Resumen2En esta conferencia nos interesa motivar la reflexión sobre la importancia deimbricar en el discurso matemático no solo el contexto lógico de justificacióndel saber, o el importante contexto de aplicación, sino sobre todo el contexto deorigen y construcción de los diferentes saberes y métodos, específicamente, lacontextualización con el recurso de la Historia de la Matemática. Pero dado unprograma obligatorio a cumplir en un calendario escolar rígido, ¿cómo presentar,contextualizar, dejar pensar, formalizar los contenidos del programa y cumplir losobjetivos del curso, todo en un tiempo restringido?Pretendemos compartir experiencias en la búsqueda de una respuesta a ese cues-tionamiento. Desde una perspectiva histórico-cultural, ilustramos nuestras ideas através del análisis de un asunto atractivo sobre medida de magnitudes geométricas,tema con una larga historia y muchas aplicaciones actuales, que sin embargo, espoco referido en las clases tradicionales: el problema isoperimétrico con polígonos.Palabras claveHistoria de la Matemática, contextualización, pensar matemáticamente, cultura ma-temática, problema isoperimétrico.AbstractIn this conference we want to encourage reflection on the importance of inter-weaving in mathematical discourse not only the logical context of justification ofknowledge, or the important application context, but especially the context of theorigin and construction of different knowledge and methods, specifically, contextu-alization with the use of the History of Mathematics. But given a required programthat must be completed during a rigid school calendar, how do we present, con-textualize, allow time for thinking, formalize the contents of the program and meetthe course objectives? We intend to share experiences in finding an answer to thatquestion. From a historical-cultural perspective, we illustrate our ideas throughthe analysis of an interesting issue concerning measurement of geometrical quan-tities, a subject with a long history and many current applications, however, it isseldom mentioned in traditional classes: the isoperimetric problem polygons.
1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la I CEMACYC, celebrada en SantoDomingo, República Dominicana el año 2013.2 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.
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1 A manera de introducción: ¿Pensar matemáticamente o pensar lamatemática?
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magnitudes geométricas, un asunto poco examinado en las clases tradicionales: elproblema isoperimétrico con polígonos.Nuestras clases deberían ser portadoras de una doble intención: presentar grandesideas matemáticas y lograr que nuestros estudiantes no solo piensen mejor la mate-mática, sino que también lleven este pensamiento fuera del ámbito de la matemáticacon satisfacción y convencidos que esta es una forma agradable de “ganarse la vida”-aunque no sea la más lucrativa-. En fin, las clases deberían ser un vehículo paradesarrollar una cultura matemática. Esto, en nuestra opinión, es uno de los compro-misos sociales de la educación matemática. No educamos simplemente para hacer yaplicar matemática o para pasar con éxito las pruebas de ingreso a otros niveles deenseñanza o de la escala salarial. Esto no puede ser el fin de la educación, porqueentonces inexcusablemente provocaría el fin de la educación. Junto con otras cualidadesy competencias que se forman en los diferentes ciclos de enseñanza, aprender a pensarmatemáticamente y también pensar toda la matemática que aprendemos, constituyenatajos expeditos en los caminos de la vida en el mundo contemporáneo.En definitiva, queremos cambiar la relación afectiva que existe en la población, no solojoven, hacia la matemática. Hemos encontrado en la contextualización con el recursode la Historia de la Matemática (HM) un medio para poner el discurso matemático alalcance de todos y lograr que sea pensado y más apreciado.
2 ¿Por qué contextualizar con el recurso de la Historia de la Mate-mática?
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Para responder a estas interrogantes busquemos apoyo en la autoridad del distinguidoMaestro español Don Miguel de Guzmán que en más de una ocasión se refirió ala importancia de estos enfoques. Escogemos un artículo (Guzmán, 1997) que puedeconsiderarse un clásico, en el que aborda las dificultades, cambios y tendencias quese dan al interior de la enseñanza de las matemáticas y con claridad expresa:
Se trata de hacer patentes los impactos mutuos que la evolución de la cultura, lahistoria, los desarrollos de la sociedad, por una parte, y la matemática, por otra,se han proporcionado.
Continúa señalando que si no se actúa razonablemente se mantendrán los mismosnefastos niveles de reprobación y de abandono escolar, la matemática seguirá conside-rándose como la alevosa culpable de todos los males sociales. No queda otro remedioque adecuar el discurso matemático para que aburrir, atormentar o enajenar, no sea“el fin de la educación matemática”.Y añade cómo hacer eficaz nuestro discurso con esta intencionalidad:
De una forma semejante a la que el hombre ha seguido en su creación de las ideasmatemáticas, de modo parecido al que el matemático activo utiliza al enfrentarsecon el problema de matematización de la parcela de la realidad de la que se ocupa.Se trata, en primer lugar, de ponernos en contacto con la realidad matematizableque ha dado lugar a los conceptos matemáticos que queremos explorar con nuestrosalumnos, para lo cual deberíamos conocer a fondo el contexto histórico que enmarcaestos conceptos adecuadamente. ¿Por qué razones la comunidad matemática seocupó con ahínco en un cierto momento de este tema y lo hizo el verdaderocentro de su exploración tal vez por un período de siglos? Es extraordinariamenteútil tratar de mirar la situación con la que ellos se enfrentaron con la miradaperpleja con que la contemplaron inicialmente. La visión del tema que se nosbrinda en muchos de nuestros libros de texto se parece en demasiadas ocasionesa una novela policíaca que aparece ya destripada desde el principio por habercomenzado contando el final. Contada de otra forma más razonable podría serverdaderamente apasionante. (Guzmán 2007)
Es decir, que a través de la Historia de la Matemática podemos contar mejor la“Nivola 3 Matemática”. Con el recurso de la Historia el discurso toma en cuenta, nosolo las cuentas –los cálculos numéricos, algebraicos o analíticos–, sino también loscuentos históricos, de forma que cultura matemática y cultura humanística aparezcanintegradas y no contrapuestas. Y a la pregunta ¿cómo contextualizar y dejar pensarla matemática? se responde simplemente siendo crítico hacia el discurso tradicional,con una mente abierta, creativa, sin ese incondicional apego al texto desestimulantey, sobre todo, tomando en serio el recurso de la Historia de la Matemática. ¿Hay quededicarle más tiempo a la preparación de clases? ¡Sí! ¿Es fácil? ¡NO!. Por tanto, esinteresante y, se lo aseguro por experiencia propia, vale la pena.










3 ¿Quiere decir que debemos eliminar el lenguaje formal en el discursomatemático?
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académicos. Se relaciona con un asunto poco tratado en clases y que en nuestra opinióntiene múltiples posibilidades para mostrar cómo se puede contextualizar y pensar lamatemática y por su interés actual debería integrarse en el tema general de medidade magnitudes geométricas.
4 ¿Qué son y cómo se resuelven los problemas isoperimétricos conpolígonos?
Los problemas de optimización que plantean la búsqueda de figuras que abarquen ma-yor área dentro de una cierta familia de figuras con igual perímetro, son denominadosproblemas isoperimétricos. Por su evidente importancia social y fácil formulación, pue-den tener un origen anterior a la aparición de la cultura helénica. Por ejemplo, en lastabletas de arcilla de los babilonios aparecen resueltos problemas aritméticos sobreáreas que hacen pensar tuvieran tal procedencia. Pero, según relata el comentaristade Euclides, Proclo de Alejandría (s. V), todavía en la civilización helena la mayoríade los ciudadanos creía que a áreas mayores corresponden perímetros mayores. Porlo que parece, no todos los helenos eran muy duchos en este tipo de problemas.Una explicación plausible a las falsas creencias es que en el caso de los cuadrados ylos círculos existe una relación directamente proporcional entre área y perímetro. Paralos cuadrados A = P216 y en el caso de los círculos A = P24pi . Igual perímetro implicaigual área y viceversa. Pero con los rectángulos, p. e., es otra la situación:
Tabla 1Datos de varios rectángulos de lados a y b con perímetro P y área Aa b A PR1 1 4 4 10R2 2 3 6 10R3 3 5 15 16R4 2 7 14 18
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Figura 1: Triángulos con igual base y perímetro
Seguidamente se prueba que la posición D sobre la recta l, tal que AD y BD soniguales, produce un valor de |AC |+ |BC | mínimo. En efecto, sea el punto B′ simétricode B respecto a l. Entonces, razonamientos simples de geometría elemental, pruebanque los puntos A, D y B′ están alineados y |AD| = |DB′|. Además, puede verificarseque se cumplen las igualdades |BC | = |CB′| y |DB| = |DB′|. Entonces ADB′C es untriángulo y por tanto, tiene lugar la desigualdad
|AD|+ |DB′| < |AC |+ |CB′|,
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donde hn es la apotema del polígono regular de n lados y Pn su perímetro. En elproblema isoperimétrico Pn = P , es una cantidad constante que se supone conocida,así que solo es necesario encontrar una expresión adecuada para hn. El valor común delos ángulos correspondientes a este vértice es αn = 2pi/n. Si consideramos la funcióntangente, entonces se encuentra fácilmente que
hn = ln2 tan pin = P2n tan pin
Finalmente, para el área obtenemos la relación
An = P24n tan pin
Una forma de analizar la variación de An como función de n, es mediante la experi-mentación (en este momento podemos auxiliarnos de una calculadora electrónica). Enla Tabla 2 hemos tomado P = 2pi – valor del perímetro de la circunferencia de radiounidad, y hemos calculado los valores de An, correspondientes a los valores de n quese indican. Tabla 2Valores del área An de los polígonos con perímetro fijo P = 2pi y n lados variablesn An n An n An3 1,899406252 50 3.137457394 1000 3.1415823197 2.927777815 100 3.140559043 10000 3.14159255010 3.037551898 500 3.141551311 100000 3.141592652
Estos resultados corroboran el resultado de Zenodoro al menos para los valores de nescogidos. Pero ¿no podríamos evidenciar más claramente el crecimiento de las áreasAn cuando n crece? Por supuesto esto depende del contexto de alumnos que tenemosen el aula, hay muchos grupos que nos agradecen la demostración más detallada yrigurosa y otros son felices si dejamos las ideas vírgenes. Debemos ser cuidadosos,tanto con unos como con otros, para no perder su interés, ni aburrirlos.Teniendo en cuenta la expresión encontrada para An, el problema seríaProblema auxiliar: Demostrar que, cuando m > n ≥ 3, tiene lugar la desigualdad:
n tan pin > m tan pim.
Se puede dejar pensar al alumno y que compruebe por sí mismo cuán ineficaz esintentar realizar esta demostración en forma elemental, solo con los recursos de lageometría y trigonometría. Después de que lleguen al convencimiento, podemos tratarde modificar la desigualdad de manera que podamos visualizarla gráficamente. Porejemplo, expresar esta desigualdad de forma que se desprenda de la propiedad dealguna curva conocida. El profesor debe dar indicaciones adecuadas. Veamos qué sucedesi modificamos la notación. Hagamos el cambio de variable










Entonces el problema se convierte en justificar que, para valores de u y v tales que0 < u < v < pi/3 tiene lugar tan uu < tan vv .




Figura 3: Curva y = (tan x)/x
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El área An del polígono de n lados con perímetro P , viene dada por la expresión
An = P24n tan piny el área A del círculo del mismo perímetro cumple la relación
A = P24piPor tanto, solo es necesario probar que A ≥ An, lo que equivale a demostrar ladesigualdad n tan pin ≥ pi o tan pin ≥ pin .Utilizando el mismo recurso que en el problema anterior, la podemos reescribir en laforma tan x ≥ x, donde 0 < x < pi/3.




Figura 4: Curvas y = tan x y y = x

















Figura 5: tan x > x
De esta forma concluimos que el círculo, considerado como polígono regular de infinitoslados, es la figura que resuelve el problema isoperimétrico para polígonos.Esta afirmación no justifica que el círculo es mejor que cualquier otra curva cerrada,digamos una elipse. No obstante, podemos proporcionar argumentos para convencerque el círculo también es solución cuando se piensa en una curva "arbitraria":A una curva cerrada cualquiera podemos asociar una poligonal con lados de longitudmuy pequeña, la cual también será cerrada y por tanto limitará un polígono. Pero, detodos los polígonos, los regulares son los mejores y la curva que puede ser consideradacomo óptima a partir de este tipo de polígonos regulares es la circunferencia. Aunqueno sea una demostración rigurosa, ¿no será esto convincente?
5 Y las abejas ¿cómo se habrán convencido de que los polígonos óp-timos en la solución de los problemas isoperimétricos son los demayor número de lados?
El matemático Pappus de Alejandría (s. IV d. C.), famoso por sus comentarios de lostrabajos de sus predecesores, proporcionó una aplicación muy interesante del resultadoisoperimétrico. En el prefacio a su trabajo "Sobre la sagacidad de las abejas" Pappusexplica en forma muy atractiva esta idea y hemos decidido citar por extenso:
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tres figuras capaces por sí mismas de llenar exactamente el espacio alrededor deun mismo punto. Las abejas, de acuerdo a su sabiduría instintiva, seleccionan parala construcción de los panales la figura que tiene más lados, a causa de que ellasimaginan que ésta contendría más miel que cualquiera de las otras dos. (Heath,1981, pag.389)
Con los conocimientos anteriores demos una convincente argumentación de que lasabejas no se equivocan cuando dan a las celdas de sus panales una forma hexagonal(Fig.6). Como comenta Pappus, el uso de polígonos como base de las celdas es lamejor forma de no dejar intersticios y usar "paredes" comunes a varias celdas paraoptimizar el uso de materiales. Si además, queremos que estas celdas tengan la máximacapacidad, entonces el polígono de base deberá tener la mayor área posible luego, porel resultado anterior de Zenodoro, debe ser regular. Pero ¿qué tipo de polígono regularserá conveniente usar? Como no queremos que queden "agujeros", ellos deben "encajar"precisamente, esto es, deben poder acomodarse en torno a un vértice común de formaexacta (Fig.6).
Figura 6: Únicos teselados posibles con polígonos regulares
Se sabe que los ángulos interiores de un polígono regular de n lados miden (n−2)pi/n.Luego n debe ser tal que podamos disponer alrededor de un punto un número enterok de ángulos de esa magnitud. Como la suma de los ángulos alrededor de un puntoes 2pi , entonces tendrá que cumplirse la relación:2pin−2n pi = 2nn− 2 = k. (.1)De modo que necesitamos encontrar los valores enteros de k y n (n ≥ 3) que hacenposible la relación anterior. Cálculos sencillos muestran que para n = 3, 4, 6 se obtienek = 6, 4, 3 respectivamente, pero cuando n = 5, 7, 8 no es posible obtener un valorentero de k . Probemos que los únicos polígonos a tener en cuenta son precisamente:triángulos, cuadrados y hexágonos.La igualdad en (.1) puede ser escrita en la forma: 1n = 12 − 1k , pero n es positivo, luegok ≥ 3, por tanto:
1 = k (12 − 1n
) ≥ 3(12 − 1n










Ahora se explica fácilmente la decisión de las abejas: los hexágonos son los queproporcionan un área mayor. Quien necesite una comprobación directa, sin acudir a lasolución general dada para el problema isoperimétrico con polígonos, puede observarque las áreas A3, A4, A6 de un triángulo equilátero, un cuadrado y un hexágono regularcon el mismo perímetro P vienen dadas por:
A3 = √336 P2 ≈ 0, 0481P2, A4 = P216 ≈ 0, 0625P2, A6 =
√318 P2 ≈ 0, 0962P2,que evidentemente satisfacen A3 < A4 < A6.¡Qué sabiduría la de las abejas!
6 A manera de conclusiones: ¿Convencer o Vencer?
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matemática! y por supuesto, primero los maestros y después los alumnos. Es obvio,pero no siempre lo tenemos presente en nuestras decisiones docentes.Como queda claro en las ideas compartidas sobre la heurística del problema isoperi-métrico el conocimiento de las fórmulas es importante en la resolución de problemas.Pero la mayoría de las fórmulas y algoritmos no necesitamos memorizarla, es suficientesaber dónde buscar cuando se precisan: en un texto o a través de un software espe-cializado o ¿por qué no? a partir de nuestra propias deducciones. Lo más importantees saber pensar las fórmulas, pensar los algoritmos, pensar los teoremas, aprender ausarlos creativamente para hallar nuevas relaciones no explícitas, nuevos algoritmosmás eficaces y hasta otros teoremas más elegantes.Para terminar nuestro relato demos a conocer lo que el gran maestro de la teoríamoderna de la medida, el francés Henri Lebesgue decía por los años 1930’s en sufamosa obra La Mesure des Grandeurs (La Medida de las Magnitudes):
El profesor de matemáticas, aquel de la enseñanza media en particular, no tieneque formar lógicos puros, debe contribuir a formar hombres que razonen y paraesto debe ocuparse no solamente de las razonamientos rigurosos, sino sobre todode la adquisición de las premisas de estos razonamientos y de la aplicación desus resultados a lo concreto.
Y complementemos estas palabras con algo similar expresado por uno de los máscompletos matemáticos y educadores del siglo XX, que aplicó con astucia las ideas deLebesgue a la construcción de una sólida Teoría de las Probabilidades, el ruso AndreiNikoláyevich Kolmogórov:
[...] A los profesores de matemática tanto en la escuela media como en la superior,se les debe exigir no sólo un conocimiento profundo de su ciencia. Enseñar bienlas matemáticas puede sólo aquel que la ame con pasión, la comprenda como unaciencia viva y conozca el contexto histórico que originó sus conceptos.
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